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Systèmes dynamiques (E)

II. Vérin ergodique
On se donne un espace mesuré ¢ , B , pr) , où X est un ensemble

muni d'une tribu B
,
et pr me mesure sur B

-

Yi T : X - X est mesurable
,
alors la meme image T.pe est définie par

T.pe (A) = µ ¢
- 'AN ,

KAEB
.

-

C- B car T est mesurable

Déf . : un système dynamique mesuré et téfini pas une application numide

T : X - X préservant la mesure µ ,
i.e.
,
tel
que
t'
* µ . µ .



Dans la suite
,
on va s' intéresser aux propriété statistiques de la dynamique .

Par ex .

,
si E CX est un ss - ensemble

,
et × C- X

,
on peut s' vitesses

à la population d' itérés de × dans E
,
i. e.
,
état Ne 1N

,
on considère

f- # { ne Ko , N - il t -q
T%) E E } .

N - t

= tn [ Ae (T
"

(somme de Birkhoff le long de

h --0 f l'orbite de x)
fonction miroitier de E

Plus généralement , était donné f :X → Ron ¢ , en Hémi ergodique, on s'ûtux

" "

au comportement des
moyennes temporelles pour × C- X et N E N :

N - I

Swf ④ = f- [ f. T
"

.

n - o

( Hypothèse ergodique de Boltzmann : moyennes temporels = moyenne petite)
↳

par rapport
à me mesure



Exemples : ① Yi T : X - X a un point fixe x.
EX exe)

alors pr = f×. est mimais par T
-

dix en X.

② Plus géminer , si T : X - X a m pris périodique × EX
,
avec

Tol (x) = x
, q >

1
,

alors p-_fxtft@t--.tftq -

¥,
en un meme invariante fa T '

y A EB ,

(Rappel : si fy et me mesure de Rire
,
alors tfy (A) = fytf

- '

CAD

( "ËÏËËËËÏ"
d'où t'

* fy = Stp )
En effet , Txp-_Tx@xtfnqt--.tftq.ty )



= Txt × t Ta ft + . . . + Tp ftg , fa linéarité

= fj@tft.t t - -
t t

× au T1@ ⇒

= f
×

t . . - t fpqs = µ -

En particulier , à toute orbite pin .

on peut associer une mesure bivariante(
donc les mesures invariantes généralisent la notùn de périodicité)

③ la mesure de Lebesgue sm T' = RIZ en invariantes pas

④ les rotations y : xrsxxx mod l

④ mais aussi par les
dilatateurs Ed : x ✓ dx mal 1

dû
.

.

. ⑥ on identifie T
'
à GD en recoller les bords .

si I = faible foi) nm intervalle
, ià = [a - x , b- x)

fi a - x
,
b-x c- GD



sinon nj CI) = f0 , b- x) U [a - x tt
, D si b-xe @Dit a-x to

ré ⑦ = [a -xxl , b-xtt] si a-x
,
b-x to .

Dans tous les cas
,

on a bien bb (j' CI )) = b- a = bb

donc
*
leb = leb

.

⑤ Par ex . pom d
- 2 : (de nouveau on identifie T' à @% à out)

I

b -

"

§
,

→ graphe de Ez : x ts 2x mod I

a

o You l

faible @D: EI@ D) = Ê , E) L' [Etta , Et :)
d' où kb ¥ = ¥ - E) + ¥ - E) = b- a - le#D) .



Un SDM ( sot . dyn .

msmi) ¢, Bip '

,
T ' ) en un facteur de @B.piT)

s' il existe § : ¢ ,B , µ ) - ¢, Bip
') minable

4¥:
Yi de plus § est inversible ( bijection bi - mesurable) c'st une conjugaison .

Yi ¢ , B , put) m m 5PM
,

A EB t -
q µ (A) % , m

par déf . Ba ÷ 4 Bn A ,
BEB } , pa :-p Ipsa

et si T' (A) = A
,

alors TIA présure pa et on peut définir
un sms - SDM (A , BA , HAITI A) '



1) Thème de récurrence de Poincaré :

Soit B
, µ , T) m SDM avec µ < +• .

Yi A c- B vérifie µ (A) > 0 ,
on définit A-

•
= {✗ c- A

t.q.7npfpEINNsh-de-naraoisantet.q.Tnh@EA.V- h ≥ ◦ } .

Alors µE) = µ @ .

En d' autres termes
, presque tout pris de A reviens une infinité de fois dans A.

dein
. : Toit An l' ensemble des ✗ C- A qui ne reviennent pas dans A apri le temp n :

An : { ✗ C- A | Hp ≥ n , TH) ¢ A } .

Alors les ensembles An ,

T'
"

An
,
T

-↳

Au etc
. sont 2- à -2 disjoint :④

en effet , si 7 ◦ ≤ p
<

q
t
-

q .
T

- P " Ann T
- 9 "

Au =/∅
-

soit

alors YIP
"

H E Auf A) donc t k ≥ n
,

Th ¢ A C.)



Mais TTP) "
y =

TEP " f- P
"

)
= T 9 " E An CA

Absurde ca k¥7) n In et Ttf ) EA , ce qui contredit f.)

G les ensembles An
,

T
"

An
, . . .

.
ont même meme €)

( pr =p # à T.tt "÷:L
Et + ¥ )

G µ
C to donc µ

T
- HA# Ë ptn ) L to
-

CX (⇒ ptkp exo)
⇒ peut - o

Donc
pr#* An) = 0 et come At -- AI#* An) on a µ (F) =p

Ba



Version topologique
Théorème : Loir T : X - X continu sur X espace b-pdgiqn , séparable .

Supposons que
T préserve une mesure µ

de support total §%.im?qItMze :)
t.q.pk) C to .

Alors µ pnqu
tout × EX est positivement récurrent .

dém
. : soit @ i ) , ⇐ µ base d'onde

.

µ de sport total ⇒ µ@ il >0 , ti EIN .

Soit U ? = { × C- Ui ptn > 1
,
T
"

(x) ¢ Ui } , pom is I .

D' apù le négatif¥ .

, pli) - 0 du
p µ

ui) - O
µ@ 70

du
p ¥ ' (¥. =p

.

Mais ×
* vit = ?. dit



et X l
µ
Ui) est l' ensemble des × t.q.fi EN ,

× EU i ⇒ J n Il tq . T
"

E Vi
,

c'est-à-dire l'ensemble des

fins récurrents
. &

2) Thérèse de Von Neumann (l9zDYoitX@p.t) son
.

ff8 Hop )
-

Yi f e tt alors § #D' dp -

- f ft dp ← T.pe - p
X

Qasim fonctionnelle de#
En partirai , si fe L'Hp) , on a ftp.tfdp-ftftdp .

× ×

2

i. e.
,
l' opérateur Up : { L' ④ H - l ¥ p) pierre lemme

f- - foi (c'est un opérateur unitaire)



Remarques : Yi X¢ , put) & ¢, # µ
'

,
T
') 2 SDM cmjyr's via f :X - X

'

alors Ut '

-

L'¢ plat et Up :
l'Épile

sur ajgs via {
L'④ H - L' µ)

f- f. §
. .

fioriture)

soit

ikrtif-o.sn#EIttt)--f-Ëuit # aneth
[ Ut "

système dynamique
"

si Tst inversible
,

alors Up l' est aussi @T)
- t

- Up - t



efférente : (Von Neumann)
tt f C- l'¢, p) , les sommes de Birkhoff fnf Cv dans l' ¢, p) vers

fin (f) où p ↳ est le projection orthogonale sur le sms - espace

E.mr.Einr-_fgeti@HIUtCgt--gtg--kaft-ioDc-sgoT--gLfonctoi.ginvariantes pas 4)

dû
. : (dans le cas où T A inuàble)

En décomposant f-- fin ftp.mr (f)
↳ proj . orthogonale à Eif

On voit qu' il suffit de m -

g- § f)⇒ CV nous f- bague f- E Ein

(par linéarité) {vas 0 longue f e Eif
{ f- hp.lu#tSn(pinttfD



① 9 : f e Eau , Udf ) -- f
er et

; f- Ë f-

Tâtât
(¥ = t : de

② Emir =
tu @t - id)

÷
, fermeture

lemme : @ ¥ -idDt--Im@t-ioDLdesn.i
. (¥ = Et quand Est un sms - espace

vectoriel)
Lelemnenvimra7m.q.kn@t-ioD--fImQt-idDt.oD

si Utf - f , si g-g) c- Tu # - id)
,

(f- c- tu@ - id))
du Lf , l'+ g-g) = Cf , 4-g) - Cf , g)

car f- CUÎF , g > - Cf , g)
4- mitai



= L Umf , g 7 - Lt , P
-

f- on 4-f- f- ⇒ Vif -- f

= Lfg 7- Lf , g> = 0

. ⑦ si f- c- ¢ @t - id))
"

, g
e l'¢ µ)

LUI f- f- , g > = LUI t.gs - Cfp

= 4f , 4- y > - C f. g)
↳ mitaines

. Lf , Utg - g)
-

@t- id) € In# - id)

=
0 ca f eIfH-iiDtdnrreipmtourgei@pIdmcUIf-f--0dncUtf-_f.ire.fe

tu ¢ - id) .



Pour conclure le
prenne

du thon de Von Neumann
,
il reste à a.

q .

-

si f- C- Ein = In ¢ - id) , alors f- ËUÎF
.

← d' apà le lemme

⑥ cas à f = Utg -

g
E Tn @t - Id)

e. IË vit à ± lui g- g)
-

Utttg - uÎ§ pa linéarité

sonne hfhsapiqu
à lui g- gtl § Il UÎGH - llgh = 211Gt à 4- munition

inig - Fung
d. IHË

.
Htt e- EH °

.



④ cas génial : air fe Infini
alors A Ezo

,

Ii
y

c- In # - id) t.q.tl f-gll Le .

Il ± Ë t - f- Ë
.
Hall

= :Æï:* !s÷çËË¥¥! : ".¥Î" '
Come

g
E In @j - id) , d' qpà à - dessus @ ) ,

Jn
.

en t.q.mn . ⇒ taËutgll ce

donc nan
. III ËUÎHI ce . Be



3)Glére ergoique de Brkfoff
Ofériame:(1931)
You(X, B, fe, i) am SDM arc p(X)cro. Join f-> L'4, 4).
Alors il existef* & LX,t) telle que
* Pom p-prequetons xX, (Suf(x) =EfoThree f*(x).
& far Tianente(ft = f) et Jf*dp =/f&

X X

③ Sid I le tribu de virement t-noner;alos f=E(f18).
(At1 =At Bo ( "A&A) =e)

4Y:Test inversible, alos pour p-p.t.x EX,
n - 1

infoth(),af).



Aum:on déficitfo: " me it forts
Sef(x)

fa:x melining S, f(x).

Alos f, fo ss t-ioamants, et -o-fref c +0, et four monter le sultat, on ver
verifierque f =fe p.s.; fou cela on en.g. por

N grand, Spf() at area grande probar.

presque amosigrande que focal et presque aussipetiteque film.

m Gamma:Soi b EIR,et josom Sb: =4x X (f41>by.-

Abs Fazo, FN gand, ABS, N,s are p(Sp)Bb,N,c) < t-q. xe By,N, c

Swf4)> b-c.

prenema Fixombersesitepar
sa pris forte site) crieet

a- 0

I m + 1f-(Hen
of Cr p.s. news of fan le fait que fehX,s)

donc you massesgrand f:fi +f2
avec Hel-mer E(12) 182.



Pandet. de Sp, Ron p.
t.x =Sb, 52 perieenti t.g. Sexsf(x)< b. (1)

a écritp (S) =4 (E(x = Sy(ex =ny) =Ew4(x ess(ex) =n< +a

de
four a assergand, 4((xe(0) exx<n) < 1". (2)

s

as Gr dit
que

x ESb et mamais sid() <h;on note M l'ensemble des jointmarais
S

Soch NEIN grand t.9.
Par (2), on a E(NAm) E(m) =4 (M) < ,dan you Makor:

lin. de E+Tak=f

↑(NAm > 2) =E+m) < m-6. (3)

Comme (fzl) < 8" on a aussi

E(wHz)) =E(fal) <de d'on for Mumber:

↑(rIfel>) =EHeD <=6. (4)



Sir 3,n,c: =4 x =53)SwmEl?erS= 6)
(#)

Pa () e(4) a a 4(b(By,w,) < 8
+6 x 2 a8e J0,t.

soitmaintenant x e B3,N,a. Paionaic de fo, on a e) a Sy

(x,+x),...)
Comme ↓A (neCo, N-1D I TYeskMy =d-SwAm)1-

I j, the ptitentirposity t.g. TO e) FM. an a da ,: =[Im)
er Se, f((a) 3b po(1)

un an dfindrémuniversal de site (j:):eat et (i): sa par

[it-
Ha petitentir - jite:E.g. ixixx) M.

==e(rix(l) = n.

~Seif(Tric)b (5)



SimEN le + grand inliar t.g. jutler =N-1.

me lis intervalles E,i),ciem sur Zaz dijonet site (0, ND IE, I:, abs
4j:j: +e: -1

->
sit Thx em

->Sid ke [N-n, ..., N-1

Comme SNApidl d, e * , on a donc

#Filter, 1-6.
N

Finalement on obtint(on pose
U

==90, N-1B?, Ei)
1 [Smf(x) =Efotithys + werf.Thes-

I
I In



a a E, =e(e, Stie) +...+en storese
>b

>(4b-) - 2.6.
er Ril=ilfiots) -Swel(x) - 36,

-

-> m tu
28 (prA)

L m Es
Cel

d'on 7(84) (-246 - 36 =6.6(3 +2) > b. c, you danserplit.

freede Binkhoff:
de marineavalogue, fou a ER on définitIa = =4 x=x 1 fa(a) (a).

De mêmeque four le lune précelat, on a FE30, AN grand, ICaN, a la
avec 4(alCa,N,a) <dt.q. Fx =

C,N,a:



(rf(x) <a +c.

di a <b, palS) = 0. Emeffersin, fou E = J0, 13) I, a a
↓Car,e BS,N, c) 4aSp) - 230 de 5 x =Ca,, BN,ce cas

b-s<SpfG) (a +s, impossible si c Ca
2

un o
=

U F.&S satificp (a) dasFa =adb

abtk

en F x=x10, f() =frel,a qui conded to prame
de (1).

·fr=hispS,f ef T-monnantet Unis,

E(nt);(t)
E

a sif of berieon agligion de The de CV domina from scue que ") =E2f).



Si le seulement L'X, p), some parc. on eacf=fit to
4, 12meL #(Azl) <, s30 par.

~o f =fê+f" avec E(fi =E(fr) can fi bire)

*(el) -Sltzer) de

Fator de St Eltze es
-fil)

LE

=>fâ, das f" saw dam L'X, p), er

(*(7) - e(f)) =(e() - ECfa)) = A(H2) +GCHall < 2c.
2
-

0 -- (f4 =E(f).



·siAt 1, 4A)>0, on régalement

1 444 =(f4.cx
En effet, a remples X pu AI T puT/:A- A

↓jka: =F*,
far J.mmble (cant-i.), et (2) =>E()*f*A) =0, F A =I

d'in f =(19) p.s.



~ Ergodicité
Déf . : (ergodicité)
G dit

que
le SDM ¥,B , p , T) en ergodique si tt AEB

,

T' (A) = A ⇒ µ(A) = 0 on y A) - O

(en d' autres termes
,
les seuls ensembles invariants sont triviaux du point de vue de la

mesure)
Prop .

: (XP , µ ,
T ) M ergodique soi tt f :X - e mesurable

,

si f.T -- T alors f st constante presque partout .

Ergodicité et sommes de Birkhoff
Prop . : Si ¢ ,

B
,pt) est ergodique , alors

pom
tous f- C- L'¢ µ ,

pmp-p.t.xEI@sspatuitISnfxt-.fË
.
f. t'④ ça { ¥ [fdp

si p
exo

-

moyennes temporelles 0 si pr ④
= to .



µ lien avec l' hypothèse de Boltzmann : le système amitié est ergodique)
dim

. : Lf - ftp.p.p .

d' apà Birkhoff
et f. et = ft donc comme on suppose T ergodique , on a f-

*

stanton

& plus Birkhoff mm dir fftp..tt
-

ftp.xftdrp.p.

donc f41 =
L

,
si p Lta .

Yi
p ④ = ta

, ft c- L'¢, pt ⇒ ft - o pp .

9

(constante)



4) Mesures invariantes pom les systèmes dynamiques b-phgg.ms
X = espace métrique compact , B =

tribu des Bébés de X

et T :X → × système discret b-pdgjm (T antin) .

ms on dfinit M + (X ) = { pr mesure de prix . sur X
, Imai }
Trop=p

Propriété : M+④ est convexe :

tt
p. , pa

E Mt ,
ta Elo ,D , xp ,

+ f-a) pa C- Mot ,

car @ p , +f-a) pa ) = xp ,
+ f- a) p . = 1

et T
. Kp , + f- a) paf = a Tap ,

+ C-a) Tape = xp ,
+ Expo

- -

tu te

Théorème : (ftp.r.B.gdinboy
Gpi C- Mf41 , i -12

§ Coupet) Mot ¥ $ :
tout transfo .

continue sm un espace
m' tripe compact

admet une mesure de pub a . invariante .


